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模拟三维裂纹问题的扩展有限元法 

余天堂 
（河海大学 力学与材料学院工程力学系，南京 210098） 

 
摘  要：扩展有限元法是一种在常规有限元框架内求解强和弱不连续问题的新型数值方法，其计算网格与不连续面相互独立，

因此模拟移动不连续面时无需对网格进行重新剖分。给出了模拟三维裂纹问题的扩展有限元法。在常规有限元位移模式中，

基于单位分解的思想加进一个阶跃函数和二维渐近裂尖位移场，反映裂纹处位移的不连续性。用两个水平集函数表示裂纹。

采用线性互补法求解裂纹面非线性接触条件，不需要迭代，提高了计算效率。采用两点位移外推法计算裂纹前缘应力强度因

子。给出了 3 个三维弹性静力问题算例，其结果显示了所提方法能获得高精度的应力强度因子，并能有效地处理裂纹面间的

接触问题，同时表明扩展有限元结合线性互补法求解不连续问题具有较好的前景。 
关  键  词：扩展有限单元法；三维裂纹；接触条件；线性互补法；位移外推法；应力强度因子 
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Extended finite element method for modeling three-dimensional crack problems 
 

YU Tian-tang 
(Department of Engineering Mechanics, College of Mechanics and Materials, Hohai University, Nanjing 210098, China) 

 
Abstract: The extended finite element method (XFEM) is a new numerical method for modeling strong as well as weak 
discontinuities within a standard finite element framework. The computation mesh in XFEM is independent of the discontinuities, 
such that re-meshing for moving discontinuities can be overcome. An extended finite element method for modeling three-dimensional 
crack problems is described. In order to model the crack discontinuity, a Heaviside step function and the two-dimensional asymptotic 
crack-tip displacement fields are added to the finite element approximation for the local enrichment by using the framework of 
partition of unity. The crack is described with two level set functions. The nonlinear contact conditions between the crack faces are 
resolved with the linear complementary method; the iterative procedure is avoided. Stress intensity factors of crack front are obtained 
with two-point displacement extrapolation method. Three examples for three-dimensional elastostatic problems are given; the results 
show that the method can obtain high accurate stress intensity factors and effectively treat the contact problem between crack surfaces, 
and the combination of the XFEM and linear complementary method has wonderful practical merits for solving discontinuous 
problems. 
Key words: extended finite element method; three-dimensional cracks; contact conditions; linear complementary method; 
displacement extrapolation method; stress intensity factors 
 

1  引  言 

一般而言，不连续部位对整个结构的失稳或破

坏起控制作用，因此，不连续问题的数值模拟一直

是研究的热点和难点问题。 
扩展有限元法是一种不需要网格重构，可以处

理任意不连续问题的新型数值方法[1]。在生成扩展

有限元的计算网格时不需要考虑结构的任何内部细

节，只需要按照结构的几何外形尺寸生成，用附加

函数加强常规位移以体现裂纹、孔洞和不均匀性的

存在。该方法的出现不过 10 a，但在国际上受到了

极大关注，得到了快速发展和广泛应用[2－6]。关于扩

展有限元法的文献很多，绝大多数都集中在二维问

题，考虑不连续面界面条件的不多，为数不多的文

献均采用迭代法求解不连续面的接触条件[7－9]。 
本文的主要内容为：①给出了三维扩展有限元

的基本原理；②采用线性互补法求解裂纹面接触条

件，不需要迭代，提高了计算效率；③给出了 3 个

算例：两个断裂力学问题和一个不连续接触问题。

算例分析表明，扩展有限元结合线性互补法能有效
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地求解不连续问题。 

2  裂纹和位移场表示 

考虑三维体中一裂纹（图 1）。采用两个水平集

描述裂纹，即水平集（其零水平集为裂纹面）和
水平集[10]。 0  和 0  的交界为裂纹前缘。两个

水平集为符号距离函数，即 

( , ) min sign( ( ))t    x x x n x x     （1） 

式中： [ , , ]x y zx ；x 为 x在裂纹面上的正交投影；
n 为裂纹面上 x 处外法线；sign( ) 为符号函数。 

1 ,  0
sign( )

1 ,   0

x
x

x

  
 

           （2） 

类似地，可以定义符号距离函数。 

 

 
图 1  两个水平级表示空间裂纹 

Fig.1  Representation of a crack in three-dimensions 
 by two level sets 

 
假定函数 ( , )t x 和函数 ( , )t x 相互垂直，即

0    。 ( , )t x 称为法向水平集， ( , )t x 称为切

向水平集。裂纹前缘和裂纹面可以用下式给出： 

( , ) 0,   ( , ) 0,  

( , ) 0,   ( , ) 0,

( , ) 0,   

t t

t t

t

 

 



  


  


 

裂纹

裂纹前缘 

与裂纹不相交

x x

x x

x

    （3） 

符号函数可用形函数逼近，即 

I I
I

N               （4） 

I I
I

N               （5） 

式中： IN 为有限元形函数； I 和 I 均为节点处符

号函数值。裂纹形状可以完全用节点符号函数值描

述。形函数 IN 可以和位移逼近的形函数不同。 
扩展有限单元法中，通过用附加函数加强常规

有限元逼近模拟裂纹、孔洞及夹杂等缺陷。扩展有

限元的位移逼近可用下式表示： 

4

1

( ) ( ) ( )( ( )

( )) ( ) ( ( ) ( ))

h
i i j j

i II j LL

j k kl l l k
k KK l

u u N a N H

H N b  

 

 

  

 

 

 

x x x x

x x x x
  （6） 

式中： ( )iN x 和 ( )jN x 为有限元形函数； iu 、 ja 和 lkb
为节点位移和节点加强变量。 ( )jN x 和 ( )iN x 可以

一样，也可以不一样； II 为离散结构中所有节点的

集合；JJ 为裂纹完全贯穿单元节点的集合，用一个

修改的 Heaviside 阶跃函数 ( )H x 加强，位于裂纹上

方取值为 1 ，位于裂纹下方取 1 ；KK 为裂尖场加

强的节点集，围绕裂纹前缘半径为R 的圆柱体内的 

节点集。
1
3

enrR r V ，V 为裂纹前缘单元的体积， enrr
为常数。 

对各向同性弹性体，用水平集函数构造的裂尖

函数 ( ) ( 1, ,4)l l x  为 

[ ( )]

sin   cos   sin sin   sin cos
2 2 2 2

l

r r r r



   
 



 
  

x
 

（7） 
其中： 

2 2 1,   tanr   


  
    

 
       （8） 

3  裂纹面的接触本构模型 

设 (1) 和 (2) 为裂纹面上下部分，在裂纹面上

建立局部坐标系（图 2）。设上下裂纹面上对应点对

的接触应力为 np 、 1p 和 2p ；对应点对的位移为

( (1)
nu , (1)

1u , (1)
2u )和( (2)

nu , (2)
1u , (2)

2u )。对应点对的法

向和切向相对位移为 
(1) (2)

n n nu u u              （9） 

(1) (2)
1 1 1u u u               （10） 

(1) (2)
2 2 2u u u               （11） 

 

 

图 2  裂纹面局部坐标 
Fig.2  The local coordinates on crack surface 
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满足 Mohr-Coulomb 定律的弹性接触问题可以

用下列等式和不等表示： 

0,   0,   0n n n nu p u p ≥ ≤        （12） 

2 2 2 2
1 2 1 20,   0nu u p p p c            （13） 

2 2 2 2
1 2 1 20,   0nu u p p p c        ≥    （14） 

式中： 为裂纹面间摩擦系数； c 为凝聚力。 

ip 与 iu 间的关系和 np 与 nu 间的关系类似于理

想刚塑性体的应力-应变关系。相对位移 iu 分解为

弹性位移和滑动位移，将 nu 分解为弹性部分和塑性

部分，可得裂纹面接触本构关系为[11] 

,   ( , 1,3;  1,2)k
ci cij cj cij k

cj

gp D u D i j k
p




   


 （15） 

其中： 
T

1 2

1

2

T
1 2

[ ] [ ]

0 0

[ ] 0 0   

0 0

[ ] [ ]

ci n

cij

n

cj n

p p p p

E

D E

E

u u u u

 





 



 
    
 

  


 

      （16） 

式中： iE 、 nE 分别为切向和法向罚因子； 2
1 1g p   

2
2p ， 2 ng p 相当于塑性势函数； 1 0 ≥ 和 2 0 ≥ 相

当于流动因子； 1 和 1f 之间具有线性互补关系，

1 1 0f   ； 2 和 2f 的线性互补关系， 2 2 0f   。 
通过引入约束松弛变量 ( 1,2)k k  ，裂纹面上

的互补条件为[12] 

0
0

0,   0,   ( 1,2)  

k k

k k

k k

f

k


 
 

  
 
 ≥ ≥

      （17） 

4  扩展有限元控制方程 

考虑接触应力与相对位移关系式（15）以及其

他边界条件等，利用虚功原理可得裂纹体的虚功方

程： 

d d

d d d

c

t c

ij ijkl kl ci cij cj

k
i i i i cij k ci

cj

D u D u

gb u t u D u
p

 

  

    

      

 


 



 

  
 

（18） 
式（18）和式（17）构成了裂纹体的互补虚功

方程。离散式（18）可得扩展有限元求解的控制方

程为 

     C I([ ] [ ]) [ ]K K u H f        （19） 

式中： C[ ]K 为劲度矩阵，来自式（18）的第 1 项； 

I[ ]K 为裂纹面劲度矩阵，来自式（18）的第 2 项；

 u 为节点参数向量； [ ]H 为一常数矩阵，来自   
式（18）的最后项；  为流动参数向量； f 为

外荷载向量。 
无裂纹单元的积分和常规积分一样。含裂纹单

元，先将单元分裂为一些四面体子单元，四面体子

单元的边界和裂纹面几何平行（图 3），然后在每个

四面体子单元积分上积分，这样在每个四面体子单

元内被积函数都是连续的。 
 

 
图 3  四面体子单元的形成 

Fig.3  Generation of sub- tetrahedrons for integration 

 
为了计算裂纹面上的积分，需要离散裂纹面

c 。高斯积分点布置在裂纹面上。扩展有限元中，

裂纹面独立于计算网格几何（图 4(a)），这样首先把

c 分裂为二维多边形，这些多边形由裂纹面和计算

网格的交点形成（图 4(b)）。为了便于积分，每个多

边形再分裂成一些三角形（图 4(c)）。 
由于裂纹面相对位移和每个三角形单元内流动

因子线性分布，因此，在裂纹与网格交点处满足互

补条件就足够了。由离散互补条件式（17），可得 

     
       T

[ ] [ ] 0

0,   0,   0

W u M  

   

  

 ≥ ≥
     （20） 

式（19）可改写为 

     1
C I([ ] [ ]) ([ ] )u K K H f       （21） 

将式（21）代入式（20），并令 [ ] [ ]M    
1

C I[ ]([ ] [ ]) [ ]W K K H 和   1
C I[ ]([ ] [ ])q W K K      

 f ，可得 

      
       T 0,   0,   0

q  

   

 

 ≥ ≥
     （22） 
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(a) 

 

 
(b) 
 

 
(c) 

图 4  裂纹面子三角形的形成 
Fig.4  Generation of sub-triangles on the crack  

surface for integration 
 
式（22）可由 Lemke 法进行求解，这样由     

式（21）求得节点位移和节点加强变量。 

5  三维应力强度因子的计算 

采用位移外推法求应力强度因子。 
假定P 和 N 是裂纹面上的任意两点，分别在从

裂纹前缘出发的同一法线上，离裂纹前缘的距离分

别为 PL 和 NL 。以 I 型裂纹为例，利用文献[13]中裂

纹前沿位移展开式的主项，可从P 点的位移得 

IP P2

2
4(1 )

EK
r








          （23） 

式中：E 、 分别为杨氏模量和泊松比； P 为 P 点

的张开位移，是从扩展有限元解求得的。同样，可

得到 INK 和 N 的关系式。利用外推公式得 

I IP IN
1

1 1
cK K K

c c
 

 
        （24） 

式中： N

P

Lc
L

 。 

类似地，可以求得 IIK 和 IIIK 。 
由式（6）可知，两裂纹面上对应点的相对位移

只与节点加强变量有关，因此，扩展有限元中很容

易求得两裂纹面上对应点的相对位移。 

6  数值算例 

为了验证本文方法的有效性和可靠性，给出了

3 个数值算例，算例 1 为受单向拉伸的平面边裂纹

问题，算例 2 为半椭圆形表面裂纹问题，算例 3 为

水平全断面裂纹问题。前两个算例用来检验本文方

法获得的应力强度因子的精度，第 3 个算例检验裂

纹面接触条件的求解。所有算例在形成计算网格时，

都不需要考虑裂纹的存在。 
6.1  算例 1  

图 5 为一尺寸为 2 m×3 m×3.5 m 边裂纹试件，

受单向拉伸，  1.0 Pa。弹性模量E  1 000 Pa，
泊松比 0.3  。 
 

 

2 m

3.
5 

m
 

3 m 

1 m

 

 

裂纹

x 

y 

z 

 
图 5  边裂纹拉伸试件 

Fig.5  Edge-crack tension specimen 

 
图 6 为变形图，图 7 给出了裂纹前缘应力强度

因子。裂纹前缘中间部分接近平面应变问题，由   
图 7 可知，裂纹前缘中间部分的应力强度因子和平

面应变的应力强度因子很接近。 
6.2 算例 2 

半无限体含一半椭圆形表面裂纹，裂纹的短半

轴 0.2 ma  ，长半轴 0.3 mb  。材料的弹性模量
41.0 10  PaE   ，泊松比 0.3  ，半无限体在 z 轴

方向受到拉应力 1.0 Pa  ，xoy 面为约束面，计算

模型的尺寸为 5 m×5 m×5 m。 
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图 6  变形图 (放大 10 倍) 

Fig.6  Deformation configurations (multiplied by 10 ) 
 

 
图 7  应力强度因子 

Fig.7  Stress intensity factors 
 

图 8 所示为裂纹前缘应力强度因子 IK 的计算

值和与参考值的比较，参考值采用文献[14]给出的

结果。由此可见，本文方法计算三维裂纹应力强度

因子是合理有效的。 
 

 
图 8  裂纹前缘应力强度因子的比较 

Fig.8  Comparison of SIFs of crack front 
 

6.3 算例 3 
一个 2 m×2 m×6 m 柱，下端固定，顶端受均布

面力为 [ ]x y zt t tt ，柱中有一水平裂纹，见图 9。 
弹性模量为 1 000 PaE  ，泊松比为 0.3，裂纹面间

摩擦系数为 0.3，凝聚力为 0， 1 2nE E E     
1 000E 。用 6×6×18 个六面体单元离散柱（见图 10），
离散柱时不必考虑裂纹位置，考虑两种工况。 

 
图 9  结构示意图 

Fig.9  Sketch of the structure 
 

 

 
图 10  计算网格和加强节点（黑色点） 

Fig.10  Computation meshes and enriched 
nodes (black nodes) 

 
（1）工况 1： [0 0 10] t ， t 单位为 Pa。 
图 11 和图 12 分别为变形图和位移云图。x 方

向和 y 方向的位移分别对称于柱的两个对称轴，且

同一点 x 方向和 y 方向位移相等。由图 11 和图 12
可知，结果几乎和柱中没裂纹情况一样，即加强节

点附加变量近似为 0，从而表明该方法的正确性。 
裂纹面法向接触应力等于顶部压力，两个切向

接触应力几乎等于 0，该结果符合实际情况。 
 

 
图 11  变形图 (细线为变形前，粗线为变形后，放大 10 倍) 
Fig.11  Undeformed (fine lines) and deformed (heavy lines) 

configurations (multiplied by 10 ) 
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(a) x 向位移            (b) y 向位移          (c) z 向位移 

图 12  位移云图 (单位：m) 
Fig.12  Displacement nephogram (unit: m) 

 
（2）工况 2： [0 1 10] t ， t 单位为 Pa，

泊松比等于 0。 
裂纹面接触应力分布见图 13。法向接触应力线

性分布，沿切向力方向的切向接触力为抛物线分布，

另一个方向切向接触力几乎等于 0。裂纹面处于接

触状态。由此可见，该接触应力分布合理。 
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(a) 切向接触力 1 
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(b) 切向接触力 2 
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(c) 法向接触力 

图 13 裂纹面接触应力 (单位：Pa) 
Fig.13  Contact stresses on the crack surface (unit:Pa) 

7  结  语 

文中给出了模拟三维裂纹问题的扩展有限元

法。扩展有限元分析不连续问题时不连续面与计算

网格是相互独立的，因此，能方便地分析不连续力

学问题。扩展有限元分析接触问题时，不需要设置

接触单元。线性互补法求解接触问题时无迭代，计

算精度高。因此，扩展有限元结合线性互补法求解

不连续问题具有较好的前景。考虑三维裂纹的扩展

将是下一步工作。 
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